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ロッキングにおける分岐現象
小寺忠* 山田泰裕**
Bifurcation Phenomena in Rocking 
Tadashi KOTERA and Yasuhiro YAMADA 
(Received Feb.26，2001) 
In this paper， bifurcation phenomena of rocking of a rectangular parallelopiped block are dealt 
with. Since the rocking is a typical nonlinear vibration， the equations of motion are solved 
numerically and bifurcation diagrams， fixed points and invariant curves， regions of attraction and 
bifurcation-set are obtained. The period-doubling bifurcation， the transcritical bifurcation， the 
saddle-node bifurcation and chaotic motion are found in the bifurcation diagrams. 
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1. まえがき
兵庫県南部地震での多くの機械や構造物の破壊が
きっかけとなって、ロッキングの研究が再び見直さ
れるようになっている。とりわけ加振振動数や振幅、
あるいは震度と構造物の転倒との関連を調べること
は重要である。ロッキングについては、すでに多く
の研究成果が発表されているが [IJ 川が、非線形
振動系の研究に重要な役割を果たす分岐線図、不変
曲線あるいは引き込み領域などを求めている研究は
極めて少ない [12J。本報告では、直方体ブロックのロ
ッキングにおける分岐線図、分岐集合、不変曲線あ
るいは引き込み領域などを求め、さらに静止状態か
ら突然正弦波の変位で加振した場合の、加振振動数
や加速度振幅および震度とブロックの転倒との関連
を調べている。
2.土台が調和振動するときの運動方程式
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解析の簡単のため、図 1のような左右対称のブロ
ックのロッキングを考え、ブロックと土台(平面)と
の聞には滑り Csliding)はないものする。静止時のブ
ロックの重心Gを通る直交座標系Oxyを図 1Ca) 
のようにとる。土台は図 1Cb)のように、ある基準
点を中心に水平方向に振動するものとし、その変位
をx。とする。ブロックは底辺の両端を支点として、
転勤するものとする。また、ブロックの回転角度。
は時計回りに正とする。
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図1 ロッキングの力学モデル
2. 1左支点まわりの運動方程式
動座標系Oxyにおけるブロックの重心の座標を
x， yとし、ブロックが支点から受ける力をT，N 
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とすれば、左支点まわりの転動の運動方程式は次の
ようになる。
m(x十x())=T
my=N-mg 
J θ=-yT十 (x十 a)N
(1) 
(2) 
(3) 
、ヲ，、". '7" 
」ーl-V、ー
x十 a=Rcos (α-θ) 
y=Rsin(α一θ)
b d2 
tan α=一 一=一一
a d t 2 
(4) 
(5) 
式(4)(5)より、
X ニ Rθsi n (α-θ)-Rθ2COS (α-ρj 
y=-Rθcos (α-θ)-Rθ2S i n (α-θ) 
となるので、式(3)は次のようになる。
J θ=-Rsin (α-θ)m(x十 x() 
十Rcos(α-θ)m(y十 g)
=-mR2θ十mgRcos (α-θ) 
-mRsin(α-θ)xυ 
、 、 ，
?
???
? 、
これは、整理すれば
(J十mRつθ=-mRsin(α-θ)x()
十mgRcos(α-θ) (7) 
となる。
2. 2右支点まわりの運動方程式
同様にして、右支点まわりの運動方程式は
m(x十x())=T (8) 
(9) 
(10) 
my=N-mg 
J θ=-yT十 (x-a)N 
、".、". ，-ヂ
l-l-V，-ー、
a-x=Rcos(α十 θ)
y=Rsin(α十 θ)
式(11)(12)より、
(11) 
(12) 
x=Rθs in (α 十 θ)-Rθ2COS(α 十 θ)
y=Rθcos (α 十 θ)-Rθ2Si n (α 十 θ)
となるので、式(10)は次のようになる。
J θ=-Rsin(α十 θ)m(x十x() 
-Rcos (α十 θ)m(y十 g)
=-mR2θ-m g Rcos (α十 θ)
-mRsin(α十 θ)x()
これは、整理すれば
(I3) 
(J十mR2)θ=-mRsin(α十 θ)xο
-mgRcos(α十 θ) (14) 
となる O
2. 3無次元記号
今、ブロックの慣性モーメントをJ=mκ2(κ: 
回転半径)とおくと、ブロックの形と大きさを決定
する無次元パラメータは
fC 
αRβ 
のように置くことができる O 直方体のブロックなら
I 
J = nlR2 
3 
となるので、
β~ 
である。
土台の水平運動の変位を、一般的な地震波ではな
く単純に
Xυ=Asinωt (15) 
と表すと、変位加振の大きさ、振動数を決定するも
のは
A g 
司 n2
R Rω2 一
のように置くことができる。また、時間を無次元に
するため
ωt=φ， 
d 
d φ 
とおくと、式(7)は
8" = ysinα-8 sin φ+ Q2cosα-8 -
1 +β2 
となり、式(14)を変形すれば、
(16) 
8" = ysinα+ 8 sin φ-Q2cosα+8 
-
1 +β2 
(17) 
となる。
2.4角速度の接続条件(角速度変化率)
ブロックと土台の衝突においては、衝突瞬間にブ
ロックの角の跳ね返り (bouncing)がないと仮定し、
衝突前後の角速度が変化するものと仮定して、衝突
前後の角速度の比を rと表すことにする。角速度の
変化は解析的に求めることができるが、結果のみを
示すと
J十IηR2-21ロa2
r = T I ~ r> ? (18) J十mR2
のようになり、 rは構造物の形状にのみ依存し、衝
突時の角速度には依存しない。
実際にはこの仮定で与えられる角速度よりも少し
減少すると言われている[1][ 8 J。なお、 rを反発係
数と呼んでいる文献もあるが、通常の剛体衝突の反
発係数との混乱を避けるため、ここでは便宜的に角
速度変化率と呼ぶことにする。
3.数値計算例
式(16)(17)は非線形微分方程式であるので数値的
に解くしかない。 したがって、以下では数値計算例
を示す。
本論文では、与えられたブロックが、与えられた
変位加振で倒れるか否かの判別だけでなく、与えら
れたパラメ ータの組に対して、ポアンカレ写像を用
いて
(1)双曲型不動点
(2)双曲型不動点に出入りする不変曲線
(3)分岐線図
(4) 引き込み領域
等を求め、ロッキングの非線形挙動を明らかにする。
以下にそのいくつかの例を示す。
本論文の数値計算例では、ブロックを
a =0. 4， b二 0.5 (m) 
の直方体とした(奥行きは任意)。このとき
α=0.896 (rad) 
となる。このようなブロックについて、加振振幅比
γ、振動数比Qによってどのような現象が起きるか
を調べた。ただし、角速度変化率 rは、式(18)によ
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図4 引き込み領域(γ =0.74，Q=O. 4) 
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図2 分岐線図(γ 二0.74)
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りO.414となる。
図2は、ァ=0.74の場合の分岐線図である。試行
錯誤によって安定な周期ロッキングの状態を実現さ
せた後、 Qの値を徐変化(0.005刻み)させたときの、
加振変位 100周期間のロッキングの挙動を示してい
る。 QをO付近から増加させると、 0.3付近で逆転
周期倍(熊手)分岐を起こし、 2個存在する安定な不
動点(A，B)の内のBに跳躍的に移行する(付録2
参照)。解Aの状態は試行錯誤によって新たな初期
条件のもとで実現する。便宜的にAを右周期解、 B
を左周期解と呼ぶことにする。これらの解からQを
増加させると、いずれも0=0.53付近で周期倍(熊
手)分岐を起こし、やがてカオス的な挙動になる。
右周期解は途中で途切れているが、これは転倒を意
味している。 A，B付近からQを減少させた場合に
は、いずれも0=0.2付近で saddle-node分岐を起
こして最初の周期解に戻っている。
この図の0=0.4における不変曲線を図3に示す。
双曲型不動点SP 1及び沈点A，Bの座標並びに不変
曲線は著者らが考案した計算式で近似計算できる。
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図5 分岐線図(0=0.24)
SPJ (・o./9230.・0.33840)
SPl (-0.21920. -0. 34970) 
とはいえ、不変曲線を滑らかに描くことができるの 。
はSP 1の近くだけで、安定解A，Bの引き込み領域
を図の位相面全体で求めるには、セル・マッピング
によるのがよい。それを図4に示す。これにより、
左右の周期解に到る初期条件の領域、及び左右に転
倒する初期条件の領域がわかる。
図5は、 0=0.24のときの分岐線図で、図2と同
様の形になっている。 y=0. 75のときの不変曲線を
図6に示す。図3と異なるのは、双曲型不動点が3
個存在している点である。これの拡大図を図7に示
す。図8はこれらに対応するセル・マッピングを示
しており、安定な解が3個存在しているので、それ
ぞれの引き込み領域の他に転倒の領域が見られる。
以上のような分岐線図を種々のγ，0について描
くことによって、図9のような分岐集合を得ること
ができる。
静止平衡状態からブロックを突然加振したときに、
ブロックが転倒するかどうかが現実的な問題として
興味があるので、最終的にどのような状況になるか
を計算した。その結果をyO平面で表したのが、図
1 0である。これは無次元であるので、 a=0. 4(m)， 
b=O. 5 (m)とした場合の、加速度(GaI)・周期(s)平
面で表した結果を図 11に示す。これには同時に震
度の直線も示しているので、転倒するかどうかは震
度のみで決まるのではないことがわかる。
なお、図 2，5に周期倍分岐を繰り返してカオス
的な挙動を示す部分が見られるが、この部分のリャ
プーノフ指数の計算例を図 12に示す。
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図8 引き込み領域(γ=0.75， Q =0. 24) 
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図9 分岐集合 (a=O.4，b=0.5(m)) 
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図 11 静止状態から得られる最終的な状態と震度の関係
( a =0. 4m， b =0. 5m) 
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図 12 カオス部分のリャプ-ノフ指数
(0=0.94) 
4.結言
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以上の正弦変位加振による直方体ブロックのロッ
キングの計算結果をまとめると、
1)ロッキングにおける不変曲線、分岐線図等を求め
るととができ、周期倍分岐、逆転周期倍分、saddle-
node分岐や chaosなどが見られた。
2)分岐集合の閃から、 1個の周期解が存在するパラ
メータ領域、 2個の周期解が存在する領域、周期
解が存在せず必ず転倒する領域などが得られた。
3)静止状態から突然加振した場合、左右を問わずに
倒れる領域、左側周期ロッキングになる領域及び
右側周期ロッキングになる領域が得られた。
4)震度と転倒の関係も求められた。これより、転倒
するか否かは震度だけでは決まらないことがわか
った。
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(付録1)初期角速度
静止状態にあるときに平面が急に
x()ニ Asinωt'u(t) (a1) 
(u(t):単位ステップ関数)
で動き始めたとき、式(16)(17)の初期条件は8=0， 
θ=0ではない。角速度を求める。変位が式(a1) 
で表されるとき、速度は
x()=Aωcosωt . u (t) 
加速度は
xo=-AωLsinωt'u(t)+Aω6(t) (a2) 
( 6 (t) :ディラックのO関数)
のようになり、物体には衝撃力が作用する。これが、
構造物を突然反時計方向に回転させる原因となる。
式(7)に式(a2)とO二 Oを代入し、 t =0_'""0十で
積分すると
(J+mRL)θ(0十)=-mRAωsinα(a3)
となる。よって、左支点まわりの初期角速度は
。(0+)=- m RAωsinα 
J +mR2 
のように表せる。これは無次元では
十 (0↓ )=_Ii以
1 + s L 
(a4) 
(a4) 
よって、この初期条件のもとで式(16)を解き、再
び8=0になることがあれば、そのときの角速度の
接続条件を用いて、右支点まわりの式(17)に移る。
このようにして、静止状態から突然加振された場合
の強制振動の過渡解が得られる。
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(付録2) 図2への注釈
図2において、 Q=0.3で逆転周期倍分岐があり、
~2 =0. 2付近に saddle-node分岐が見られると述べ
たが、この分岐線図だけからこのような結論は下せ
ない。もっと細かな分岐線図を描き、不動点の安定
性を調べなければならない。付図 1は図 2の0=0.1
から 0.4の範囲を拡大したもので、太い実線は安定
な周期解を示し、細い実線は不安定な周期解(双曲
形不動点)を示している。ただし、すべての不動点
を求めることは極めて困難であるので、この図は一
部分を求めたものである。 Qが増加するとき、 Q
=0. 28付近で安定な解が不安定な解に変化するが、
同時にその上下にあった不安定な解が1点に合流し
ていることがわかる。これが逆転周期倍分岐である。
また、 Q=0.2付近に多くの saddle-node分岐が
見られる。これらの分岐点を図9に図示することは
困難であるので、最も左側にあるものだけを図9に
示している。
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付図 1 図2の拡大図
